4.4 Limite e continuidade

Nocdes Topolégicas em R? :
Dados dois pontos quaisquer (xy,4;) e (z2,y2) de R? indicaremos a distancia entre eles

por d{(fﬁl,yl), (2, yz)} = \/(901 — 29)* + (Y1 — y2)*.

Defini¢do 4.4.1. Uma vizinhanga do ponto (zo,yo) € R? de raio r > 0 € o conjunto

V = {(z,y) € R*d[(,y), (x0,y0)] <7}

'9”

Definicdo 4.4.2. Sejam S um subconjunto do R* e (xo,y0) € R?. Dizemos que (xo,yo) €

Exemplo 4.4.1. A vizinhanga de (1,2) de raio

2 € o conjunto

{(z,y) € R*d[(z,y), (1,2)] < 2}

\&\@

cuja representacao grdfica € o disco dado ao

lado.

um ponto de acumulagdo de S, se toda vizinhanca V' de (xo,yo) € tal que
VNS —{(zo,y0)} # 0.
Exemplo 4.4.2. a) Se S = {(z,y) € R%y > x}, entdo

o (—2,—2) é um ponto de acumulagio de S.
e (1,2) € ponto de acumulagao de S.

e (3,1) nao € ponto de acumulagao de S.

O conjunto dos pontos de acumulagio de S € {(x,y) € R%y > x}.

S Pontos de acumulagao de S
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b) Se S ={(z,y) € R%y > 2*} U{(2,-2)} entdo
e (2,-2) € S mas nao € ponto de acumulagao de S.

O conjunto dos pontos de acumulagao de S € {(z,y) € Ry > 2?}.

S Pontos de acumulagao de S

Y Y

T

0(2’ _2)

Definicdo 4.4.3. Sejam L € R, uma funcao f(z,y) cujo dominio indicaremos por D e
(20,90) € R? um ponto de acumulagdo de D. Dizemos que L € o limite de f(x,y) em

(x0,Y0) se para todo € > 0, existe § > 0 tal que

(z,y) € D e 0 <d(z,y), (x0,50)] <= |f(z,y) — L| <e¢

Exemplo 4.4.3. Mostre que  lim (x + 2y) = 5.
(zy)—(1,2)

Solugdo
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De fato:

[(z4+2y) =5] = [(e-1)+2@-2)]<

IN

lz =1+ 2[y—2[ <
Vie—12+(y—22+2y/(z —1)2+ (y —2)? <

< 3d|(z.y),(1,2)]

IA

Dado € > 0, seja 6 = %; d{(a:,y), (1,2)} < ¢ implica que |(z +2y) — 5| < 30 = €. Logo

lim (x4 2y) = 5.
(:v,y)*(l,?)( v)

Observacio 4.4.4. Do Exemplo 4.5.3, podemos concluir que se f(x,y) € um polindémio de

duas varidveis entao

lim  f(z,y) = f(zo,%0)-

(z,y)—(x0,y0)

Proposi¢do 4.4.5. (Conservacdo do sinal) Se ( )lir(n )f(:):,y) = L >0, entdo existe uma
z,Yy)— (Z0,Y0

vizinhanga V' de (xo,yo) tal que para todo (z,y) € V — {(zo,y0)}, f(z,y) > 0.

Vale o andlogo, para L < 0.

Propriedades Operatérias dos limites
Sejam as fungoes f(z,y) e g(z,y) com dominio D e seja (x,79) € R?* um ponto de

acumulacao de D. Se lim  f(x,y) = Ly, lim  g(x,y) = Lo, e k constante,
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

temos

a) lim k- f(z,y)=k-L

(z,y)—(x0,y0)

b) Se m e n sdo inteiros, entao lim  [f(x,y)]™"™ = L™/",
(z,y)—(x0,90)

desde que L™™ seja um namero real.

b) lim  (f(a,y)+g(wy)) = Li* Ly

(z,y)—(x0,y0)

o) dim  (f.y) g(e.) =Ly L

(Z‘,y)—>(l‘o 7y0)

~~

i , (,y) Ly
d) Se Ly # 0 entao lim -7
) Se Ly # (@y)—(@ow0) g(2,y) Ly
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3 2
lim (3)- < lim x) — ( lim )
Exemplo 4.4.4. o) lim 327 —y? e A O i @02 _

(x,y)—(1,2) x— 2 lim z— lim 2
(z,9)—(1,2) (z,y)—(1,2)

13 _ 02
:31 2:1
1-2

b) Como conseqiiéncia das propriedades operatorias, dada qualquer fung¢ao racional

_ Py)
Q(z,y) #0) temos que

e qualquer (xg,y0) € R? pertencente a seu dominio (isto €,

lim P(iij) _ P(»’Eo,yo)

(@) —(zom0) Q(z,y)  Q(zo,Yo)

(Andlogo ao que foi visto no Cdlculo A, isto quer dizer que a fun¢ao € continua em

(Ioa yo)-)

202y —y?  2-22.(=1)— (-1 9
(@y)—@2-1) xy?—4 2-(-1)2—-4 2

d) Em alguns casos, mesmo quando o ponto nao pertence a seu dominio, podemos cal-

cular limites de fungoes racionais cancelando fatores do numerador e denominador

3z2(y? — 1 322 (y — 1 1 322 (y — 1
lim 932(y ) i % (y2 y+1) _ o, 32 (y2 R
@y)—0,-1) 2y2(y+1)  @y—-0-1)  2y*(y+1) (@y)—1,-1)  zY

Definicdo 4.4.6. Uma funcdo f : D C R?> — R € dito limitada se existe um nimero real

M >0 tal que |f(z,y)| < M para todo (x,y) € D.

Proposicdo 4.4.7. Se  lim  f(x,y) =0 e |g(x,y)| < M para todo (x,y) € V, V uma

(Z‘,y)—>(l‘o 7y0)

vizinhanga de (xo, o), entao lim  f(x,y)-g(x,y) =0.
(z,:y)—(z0,y0)

1
Exemplo 4.4.5. Mostre que lim x sen <—> = 0.

(z,9)—(0,0) Y
~ 1 : : -
Solugdo Como |sen (=) <1=Me ( 1)1H%0 0 x = 0, conclui-se pelo proposigao 4.5.7 que
y "E7y - K
1
lim xsen <—> = 0. |
(z,y)—(0,0) Y
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Proposicdo 4.4.8. (Teorema do Confronto) Sejam f,g e h fungoes de D C R* — R, e seja
(zo,Y0) um ponto de acumulagao de D. Se g(z,y) < f(z,y) < h(x,y) para todo
(z,y) # (x0,%0) em um disco com centro em (xg,yo) ¢  lim  g(z,y) = L,

(z,y)—(z0,y0)
lim  h(x,y) =L, entéo  lim  f(z,y) = L.

(:c,y)—>(:c(),yo) (Z‘,y)—>(1‘07y0)

2
I rY

Exemplo 4.4.6. Mostre que lim ——— =0.
(z.y)—=(0,0) 2% + y
Solugdo
wy | _ 2yl _ 2yl »
— |2 +y2 72 +y2 - 2 ’
sendo  lim 0= lim |y| = 0, conclui-se pelo teorema do confronto, que também
(z,y)—(0,0) , (z,y)—(0,0) ,
x x
que lim 27?42 = 0 e, conseqlientemente  lim 27?42 =0. |
(z.y)—(0,0) |2° +y (z,y)—(0,0) % + y

Teorema 4.4.9. Seja f : D C R? — R wuma funcio. Se o limite de f quando (x,vy)

aprozima-se de (o, yo) existe, entdo ele € unico.

Observacido 4.4.10. Do teorema, podemos concluir que se duas curvas passam pelo ponto
(z0,%0) € originam valores diferentes para o limite de uma fungdo, entdo o limite da
fungao quando (z,y) se aprorima de (xo,yo) nao existe. Quando (x,y) se aproxima

de (zo,y0) ao longo de uma determinada diregao C, ao ( >h1;n )f(a:,y) dd-se 0o nome
z,y)—(x0,y0

(z,y)€C
litmate direcional.
. 22 — o2
Exemplo 4.4.7. Calcule lim SR
(zy)—(0,0) 2% + Yy
Solugdo
e Scja a curva (] de equagao y = 0
2 _ (2 2
¢ —0 T
li =lim —— =lim— =1
(?;yi)i?g’f) f(z.y) 200 72 +02 200 72
e Seja a curva Cy de equagao x = 0
02 — 42 _y?
lim r,y) = lim =lim — = —1
o [0V = Gy =
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Logo, lim nao existe.

(z,9)—(0,0) 2 + y?

—1
Exemplo 4.4.8. Calcule lim M
(zy)—(1,0) (x — 1)2 + y?

Solugdo

e Seja a curva C de equagao y = 0

' L (x—1)-0 0 B
(fyl)l)%lém fw,y) = Hm (x—1)2402 0 (x—1)2 !
T,y 1

e Seja a curva Cy de equagao = = 1

. . (1=1)-y .0
lim f(z,y) =lim ————— =lim — =0
AR N VR I

e Seja a curva C5 de equagao y = x — 1

(c=1)-@=1) . (=1

lim f(x,y) = lim =lim —— =
(Z(ch?l;g(é;)) z—1 (SL’ — 1)2 —+ (SL’ — 1)2 z—1 2(I — 1)2

1’2 2

nao existe.

Logo, lim
8% (e)ml00) 22 + y?

2

Exemplo 4.4.9. Calcule lim vy
(@y)—(0,0) 2+ + 2

Solugdo

e Seja a curva (4 de equagao y = max (m constante)

2

. ) x° - mx ) mx
lim f(z,y)=lm — =lim —— =0
(2.9)—(0,0) e—0 24 + (mx)? -0 22 + m?
(z,y)€C]
e Seja a curva Cy de equacao y = 22
r Hy) = I x? - 2? i A |
im z,y) =lim ———= = lim — = =
(#,4)—(0,0) W)= + (22)2  =—02z% 2

(z,y)€Co

113'2

Logo, lim nao existe.

(z,5)—(0,0) x4 + y?

1

2
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Observacdo 4.4.11. O cdlculo de limites direcionais para o ponto (xg,y0) # (0,0), pode

e =X —x

ser facilitado ao se efetuar uma translacao dos eixos { que coloque a mova
L y=Y —yo

origem em (xg,Yo), ficando assim o estudo de um limite em (0,0).

Exemplo 4.4.10. Calcule  lim Ty
@u)=01) /(. — 1)2+ (y — 1)2

(
te=X+1 ~
Solugdo Fazemos a mudanca { entao temos,
y=Y +1
(
T —y . X-Y

lim —

lim —
@)= /(z —1)2+ (y—1)2  (XV)=00 VX2 +Y?

e Seja a curva C de equagao Y = mX (m constante)

I Flay) = I X —mX . X(1-m) 1—m
im x,y) = lim = lim =
e O T R G A XV VT

e Como o limite direcional depende de m

. xr—Yy ~ .
Logo, lim nao existe. [ |

(@)= /(z — 1)2+ (y — 1)2

Calculando Limites por Meio das Coordenadas Polares

Existem algumas “classes” de fungoes, para as quais o célculo de limites pode ser feito por

) o ' z=1rcosf
meio de mudanga de variaveis por coordenadas polares {

ky:rsene '

Proposicdo 4.4.12. Seja f : D C R? — R entdo

lim  f(z,y)=L< lim f(xg+ 1 cosB,yo+rsend) = L, uniformemente em 6.
(z,y)—(z0,90) r—0+

Ou seja, o limite ( )lir(n )f(:c,y) existe se, e s6 se o limite radial de [ escrito em
Z,Y)—(Z0,Y0

coordenadas polares centrado em (xq,yo) nao depende de 6.
2, .2
Exemplo 4.4.11. Calcule lim Tty )
(:E,y)—>(0,0) r—y

Solugdo Usando coordenadas polares vamos verificar se existe

) o r2cos?0+r?sen?6 1
lim f(r cos 0, r sen §) = lim =limr - ———
r—0 r—0 71 cosf —rsend r—0 cos § — sen 6
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1

cos  — sen 6’
convergéncia nao ¢ uniforme em 6 e o limite nao existe. |

Como a fungao nao ¢ limitada (se # = 7/4, o denominador ¢ nulo ) a

Exemplo 4.4.12. Calcule lim M
(z,y)—(0,0) 22 4 y?

Solugdo Usando coordenadas polares vamos verificar se existe

1iI%f(7‘, 0) — lir% sen (r? cozs 0 sen 0) _ lin% 2r cos 6 sen 0 c;s (r? cos 0 sen 0) — cos 0 sen 0
r— r— r r— r

Como o limite depende 6, a convergéncia nao ¢ uniforme em € e o limite nao existe. M

Exemplo 4.4.13. Calcule lim oY

(2,9)—(0,0) /2?2 + 32
Solugdo Usando coordenadas polares vamos verificar se existe

2
(r cos 0)(r sen 0) _ i 108 0 sen 0 _ lin% 7| cos 0 sen 6 = 0

Viz S

porque cos 6 sen # ¢ uma fungao de 6 limitada, portanto

£ 0) = Jiny

lim Ty =0

(@y)—00) V22 + y2

[
, sen (2% + y?)
Exemplo 4.4.14. Calcule lim .
P (@y)—(0,0) 1 — cos a2 + y?
Solugdo Usando coordenadas polares vamos verificar se existe
lim F(r.0) = lim sen (r?) iy 2708 (r*) _ iy 2608 (r?) —4r? sen (%) _ 5
r—0 r—01— cos (r) r—=0 sen (1) r—0 cos (1)
, sen (22 + y?)
Portanto  lim =2
(z9)—00) 1 — cos v/x? + y?
[
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Observacdo 4.4.13. Em cada um desses exemplos acima, a existéncia ou inexisténcia do
limite quando r — 0 € razoavelmente clara. Contudo a mudanca para coordenadas polares
nem sempre ajuda e pode até nos levar a conclusoes falsas. Por exemplo, o limite pode
existir ao longo de toda reta (ou raio) 0 =constante e mesmo assim nao existir em um

sentido mais amplo.

2

Exemplo 4.4.15. Calcule  lim %.
(zy)—(0,0) 2* + Yy

Solugdo

Observe que mostramos em exemplo 4.5.9 que o limite nao existe.

Vamos usar coordenadas polares para analisar a existéncia do limite no ponto (0, 0)

. . (r?cos?0)(rsen @) r cos 20 sen 6
lim f(r cos 0,7 sen #) = lim =
r—0 ut ’ ) r—0 14 cos 40 + r2 sen 20 r—0 12 cos 0 + sen 26

e Seja s; uma reta que passa pelo polo, nao coincidente com o eixo polar,

de equacao 0 # nmw, n € Z.

) r cos 26 sen 0 ) 0- cos 26 sen 6 ) 0
lim

= lim = lim ——— =
r—0 2 4 2 r—0 2. 4 2 r—0 2
oo, T2 cos 6 + sen 26 o 02 - cos 40 + sen 260 o, sen 0

e Seja sy a reta que contém o eixo polar, de equagao # = nmw, n € Z. Nesse caso,

lim €08 20 sen 0 - r(£1)2-0 . 0 .
1 =lim——2 = lim— = 0.
<TT97&2 r2 cos 40 + sen 20 =0 7~2(j:1)4 0 072

Observamos portanto que, para qualquer reta s que passa pelo pélo, esse limite calculado

sobre s ¢ igual a zero.

Continuidade

Definigao 5: Sejam f(x,y) uma funcao, D C R? seu dominio e (zg,y9) € D. Dizemos

que f(z,y) é continua em (zo,40) se  lim  f(x,y) = f(xo, yo)-

(Z‘,y)—>(l‘o 7y0)

Exemplo 15:

1) Se f(z,y) é uma funcdo polinomial, entao f(x,y) é continua em qualquer ponto do

R2.
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2) A seguinte fungdo ndo continua na origem:
( —3a%y® +a°

e (z, 0,0

L 1 se (z,y) = (0,0)
De fato:
. —3x?y? + 23
(z,z}gl}o,m fly) = (x,y)li}%QO) 2 + y?

(z,9)#(0,0)

por meio das coordenadas polares. Temos

—3(r? cos 260)(r? sen 20) + 13 cos 30

= lim
r—0 r2 cos 0 + r? sen 260
- =3r* cos 260 sen 20 + 13 cos 20
= lim
r—0 r2
= lin%(—37’2 cos 20 sen 20 + r cos *0) = 0
r—

Como este valor ¢ diferente de f(0,0), f é descontinua em (0, 0).

3) A seguinte fungao é continua no ponto (3, 1):

Vi —3)(y—1)°

(
l 2 se (z,y) = (3,1)
De fato: \/
. o . 3<x_3)(y_1)5
iy et <2 N 1>2>

por meio das coordenadas polares. Temos

] \3/(7’ cos 0)(r sen 0)> >
= lim | 2
r—0 ( " (1 cos 0)2 + (r sen )2

3/.6 5
— lim <2+\/r cos 6 sen 9)

0 r

= lim (2 + v cos  sen 59) =2
r—0
Como este valor ¢ igual a f(0,0), f é continua em (0,0).

Observacao:
As propriedades das fungoes continuas sao analogas as das fungoes continuas de uma

variavel.

Proposigao 4: Sejam f,g: D C R? — R fungoes continuas no ponto (zo, o). Entao:
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i) f+ge f-gsao continuas em (g, yo)-

1
ii) Se f(xo,y0) # 0 entdo — ¢ continua em (xg, yo).

Exemplo 15:

1) As fungoes racionais nos pontos onde os polinémios do denominador néo se anulam,

sao continuas.

3

_ 0ty
2) A fungado f(x,y) = o

é continua em RZ2.

Proposicao 5: Se f(x,y) é continua em (xg,vo), L1 = f(x0,%), € g(z) é uma fungao de

uma variavel real tal que existe lim g(z) = Ly entdo  lim  ¢(f(x,y)) = Lo.
z—Ly (2,y)—(z0,y0)

Exemplo 16:

1)

2)
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